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RESUMEN. En estetrabajo sedesarrollael andlisis cualitativo delaestabilidad de unaclase de model os bioecondmicos
de tiempo continuo, que representan |a explotacion de una pesgueria de acceso abierto, modificando la version diné-
micadel modelo de Schaefer, propuestapor Smith (1969). Seintroduce unafuncidn de capturaque es mésrealistaque
lausadaen lahipdtesis de captura por unidad de esfuerzo (Schaefer, 1954), puesto que tomaen cuentalasaturacion de
la captura cuando la biomasa crece. Se prueba la existencia de equilibrios bioeconémicos, €l autocontrol dela pesgue-
ria de acuerdo alos cambios en |los pardmetros, se discute la validez de la aplicabilidad de los modelos y se presentan
algunas simulaciones realizadas con el programa PHASER.

Palabras claves: Capturabilidad, funcion de produccidn, esfuerzo de pesca, pesquerias de acceso abierto, equilibrio
bionémico, estado estable.

A class of continuos bioeconomic models

ABSTRACT. In this work a qualitative stability analysis of a continuous time bioeconomic model is developed
representing the exploitation of an open acces fisheries, by modifying the dynamic version proposed by Smith (1969)
to the Schaefer model. It introduces a catch-rate function that is more realistic than the used in catch per unit effort
hypothesis (Schaefer, 1954), because harvesting saturation is taken into account when biomassincreases. The existence
of bioeconomic equilibriums and self-control of the fishery are proved according to changesin parameters, the validity
of models applicability is discussed and simulations with PHASER package are shown.

K ey words: Catchability, production function, fishing effort, open-access fishery, bionomic equilibrium, steady state.

INTRODUCCION

El problema de | as pesquerias de acceso abierto ha
sido bastante estudiado por muchos autores a partir
de la teoria econdmica desarrollada por Gordon
(1954) y se han formulado diferentes model os ma-
tematicos. En este trabajo se estudia una clase de
model os microecondmicos deterministas, conside-
rando la version dindmica propuesta por Smith
(1969), al modelo de Schaefer (1954), también co-
nocido como modelo Gordon-Schaefer (Clark,
1990) y su orientacion es principalmente tedrica.
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En este modelo se describe la explotacion de una
pesgueria de acceso abierta compuesta por unasola
especie en la cual, tanto el tamafio de la poblacion
como el esfuerzo de pescavarian continuamente con
€l tiempo; se demuestran algunos aspectos del esta-
do estable y se da unainterpretacion bioeconémica
de los resultados.

Paraesta clase de model os se consideraunafun-
cién de captura diferente ala usada en la conocida
hipétesis de «captura por unidad de esfuerzo» o Hi-
potesis de Schaefer. Ladinamicadelapoblacién de
peces, esrepresentada por laecuacion de crecimien-
to logistico.
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En la mayoria de los modelos aplicados en €l
manejo de recursos renovables se considera el es-
fuerzo de pesca como un pardmetro més. Al consi-
derar el esfuerzo de pesca como una variable que
cambia continuamente en €l tiempo, se obtiene un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales, que se analiza principalmente en el primer
cuadrante donde tiene sentido bioldgico. El sistema
obtenido coincide con modelos de depredacion, y
se puede considerar que la especie explotada es la
presay la depredacion es la accién del esfuerzo de
pesca realizado por €l hombre.

Aungue la aplicabilidad de estos model os (mo-
delos estratégicos) a manejo de recursos pesqueros
puede ser cuestionada por no considerar laincerteza
delosdatos, ellos entregan un marco tedrico parala
discusi 6n de estos probl emas bioecondémicosy ade-
mas pueden aplicarse a una clase mas amplia de
fenomenos bioldgicos, como es el caso de las
interacciones entre poblaciones(May, 1974; Y odzis,
1989). Laprincipal diferencia con los model os tac-
ticos 0 de simulacién es que éstosrequieren unagran
y detallada cantidad de informacion de la especie
involucrada (Hilborn y Walters, 1992). Esta con-
troversia usual entre los modeladores, nos parece
inadecuada, ya que ambos modos de asumir larea-
lidad tienen ventajas y desventgjas, especialmente
en lo que se refiere @ manejo de recursos renovar
bles.

PROPOSICION DEL PROBLEMA

Tratando de encontrar unamedida paralaactividad
pesquerafue desarrollado por los biélogos pesqueros
el concepto de esfuerzo de pesca (Hannensson,
1993). Suponiendo que esa medida puede ser deter-
minada, la hipétesis de Schaefer establece que la
captura por unidad de esfuerzo (C.P.U.E.) esunin-
dice directamente proporcional alaabundancia del
stock (Clark, 1985) .

Se obtiene asi, la conocidarelacion, H(x,E) = q
X E, donde lafuncién H(x,E) es latasa de cosecha
o captura del recurso o funcién de produccién
(Clark, 1979, 1990), q > O, es €l coeficiente de
capturabili-dad, x = x(t) denota el tamafio del stock
dela poblacion o lafraccion explotadadelabiomasa
depecesen el tiempo t, mientrasque E = E(t) indica
el esfuerzo nominal de pesca, una medida de la ac-
tividad pesguera, que podria estar representado por
el nimero de embarcaciones activas en lapesqueria
enel tiempot (Clark, 1979; Smith, 1969), o en otros

casos con informaci 6n mas detallada sobre €l tama-
fio de redes, lineas o trampas tiradas.

Si bien se puede hacer una diferencia entre los
conceptos de mortalidad por pesca, esfuerzo nomi-
nal de pescay esfuerzo de pesca(Clark, 1985), para
el estudio que aqui se realiza no es necesario hacer
esta distincién. En resumen, el esfuerzo de pesca
transforma |as variables biol 6gicas de crecimiento,
mortalidad y reclutamiento en capturay representa
la variable controlable que puede ser manipulada
para optimizar el rendimiento (Rothschild, 1977).

Como el tamafio del stock X, usualmente no es
observable y los datos de captura 'y esfuerzo pue-
den ser obtenidos para cada pesqueria, la relacion
anterior entrega una evaluacién para el stock. Sin
embargo, la hipétesis de Schaefer tiene al menos
dos limitaciones (Clark, 1985):

a) €l valor del coeficiente de capturabilidad q,
no puede ser estimado a menos que se tenga una
evaluacion independiente del stock, y

b) la ecuacion H(x,E) = g x E es s6lo una hipé-
tesisy como tal puede resultar un estimador sesga-
do.

De hecho esta hipotesis es engafiosa, especial-
mente para las pesquerias de especies pelagicas y
por ello en algunas referencias (Clark, 1990;
Hannensson, 1993; Walters, 1986) se propone que
para tener una relacién «mas realista», es conve-
niente asumir que la funcion de cosecha o captura
sea del tipo

H(x,E) = qx2 EP
con0<a,b £ 1, conocidas en Economia como

funciones de produccién tipo Cobb-Douglas o rela-
cioneslog-lineal.

Usando este tipo de funciones de produccién se
han desarrollado modelos que proporcionan una
aplicacion empirica, basados en el andlisis de algu-
nas pesguerias, con especial preocupacion del pro-
blema de la extincion del stock en un sistema de
acceso abierto (Amudsen et al., 1995; Bjgrnda y
Conrad, 1987; Opsomer y Conrad, 1994) , pero su
dinamica ha sido s6lo estudiada parcialmente
(Cheng et al., 1981; Gonzdlez-Olivares y Osorio-
Santibafiez, 1997). Sin embargo, desde nuestra
persectiva no existen modelos méas o menos realis-
tas, sino que existen model os mas 0 menos adecua
dos a un determinado fendmeno bioldgico o
bioeconémico, porque en ellos no existen leyes
empiricas quelo rijan.

Clark (1990) considerab = 1 e indica que: «la
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teoria no se complicasi x? es reemplazada por una
funcién G(x) no decreciente arbitraria, la cual pue-
de muchas veces ser mésrealista. Lasuposicion que
el coeficiente G(x) sea no decreciente es claramen-
te deseabl e, puesimplica que latasa de captura co-
rrespondiente aun esfuerzo dado E no puede decre-
cer s el nivel de poblacion seincrementa». Unatasa
de captura o funcién de produccidon que también
satisface este propdsito esta dada por:

gxE

a+ Ix @
Las constantes ay | son ambas positivas y tienen
uni dades de medi daadecuadas que permiten lasuma
de las variables involucradas y | puede asumirse
igual a1l sin perder generalidad. Aqui el cuociente
o/l representa la tasa maxima de captura por unidad
de esfuerzo, es decir, es la méxima biomasa que
puede ser capturada por cada unidad de esfuerzo en
cada unidad de tiempo y €l cuociente a/l indicala
cantidad de biomasa necesaria para al canzar la mi-
tad del valor de latasa maxima. Lafunciéon H pro-
puestaparalatasade captura, eslineal respecto aE,
permitiendo una manipulacién mas facil para la
optimizacién del esfuerzo; ademas, admite dos in-
terpretaciones diferentes:

a) Si se consideralatasa de capturacomo H(x,E) =
g G(x) E, donde

H(x,E) =

— X i ) = a
G(X) =y ¥ Cuaderivada, G'(x) = @+ 192

es positiva, se concluye que no existe una concen-
tracion constante de labiomasa. Esta es una suposi-
cion razonable porque indica que existe una cota
superior parala tasa de depredacion (captura de la
biomasa), cuando se completa la capacidad de la
industria pesquera o se satisface la demanda de los
industrial es pesqueros.

b) S latasa de captura se escribe como H(x,E) =
Q(x) x E, donde lafuncion:

Q=3

a+ Ix

expresa una modificacion al coeficiente de
capturabilidad g, considerado constante en la hipo-
tesis de Schaefer. Claramente, Q(x) varia
inversamente proporcional a la abundancia del re-
curso, esto es, decrece cuando la biomasa crece y
reciprocamente. Se debe hacer notar también que
estafuncion de produccion H(x,E) = Q(x) x E, toma
en cuenta la idea de saturacion cuando la biomasa
crece, esto es

Six® ¥ entoncesH(x, E) ® gE
I

Al asumir que el cambio en el nivel del esfuerzo
de pesca E varia proporcionalmente con el benefi-
cio neto percibido por laindustria pesgueraen cual-
quier instante t (Smith, 1969), se tiene que,

E' =b(pH (x, E) - cE)

donde p, g y b son constantes positivas, en que p
representa el precio de la biomasa de peces desem-
barcada, ¢ es el costo del esfuerzo de pesca y b,
[lamado parametro derigidez o de ajuste (Amudsen
et al., 1995; Bjgrndal y Conrad, 1987), y representa
la capacidad de reaccion de la industria pesquera
(Smith, 1969).

Si F(x) expresa la funcion de crecimiento
poblacional de la especie, se obtiene para la pes-
gueria de acceso abierto o de propiedad coman, un
modelo descrito por un sistema dinamico constitui-
do por dos ecuaciones diferenciales no-lineales:

oxE
X =F(X)- (3.9
a+ Ix
E'=bJ Po -c]E (3.b)
a+ Ix

Este sistema corresponde aun model o de depre-
dacion, en que la funcion de captura corresponde a
unarespuestafuncional del depredador Holling tipo
2 (Murray 1989; May, 1974; Sanchez-Gardufio,
1990; Y 0dzis 1989), y que han sido propuestos para
evitar la principal deficiencia del modelo Lotka-
Volterra, ya que este es estructuralmente inestable,
pues tiene un punto de equilibrio no trivial, alrede-
dor del cual hay sblo oscilaciones que dependen de
lascondicionesiniciales(May, 1974; Murray, 1989).

En este trabajo se analiza principalmente en €l
primer cuadrante G= (R* )? donde tiene un claro
sentido biolgico. Goh (1980) usando una funcién
de Liapunov adecuada, demuestra que el sistema
(3) es globalmente estable si tiene un Unico equili-
brio positivo en €l primer cuadrante y verifica una
determinada desigualdad. Sin embargo, no da con-
diciones para la existencia de oscilaciones que son
comunes en las interacciones de depredacién como
es la situacién que aqui se analiza.

Unaclase particular de model os se tiene cuando
F(x) es la ley logistica de crecimiento (o de
Verlhust), obteniéndose € sistema:

qE
+

X=[r(d-g)-

X (4.9)
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E=b[ P¥

a+ix CIE

(4.)

donde K representa la capacidad de soporte del
medio ambiente y r es la tasa intrinseca de creci-
miento dela poblacién. Lafuncionlogisticahasido
tambi én fuertemente criticada por cuanto la curva
de produccion del stock (curva de rendimiento en
el equilibrio) alcanza su maximo exactamenteen la
mitad del tamafio méximo tedrico del stock o
biomasa (Pellay Tomlinson, 1969) y por eso se pro-
pone que la curva sea asimétrica y en algunas de
ellas el maximo se alcanza en un punto en que €l
tamarfio del stock esta por debajo de la mitad de su
valor maximo (capacidad de soporte). El sistema
(4) tiene como puntos de equilibrio o singularida-
desaP,=(0,0), P, =(K,0) y €l puntonotrivial P=
(x., E)), esel punto deinterseccion de (lasisoclinas)

ac

larectax=
pq-cl

y|aparabo|aE:Lq(1l}3 (@+ 1)

Agrupando los ocho pardmetrosy redefiniendo
las variables, se puede simplificar €l sistema (4) a
un sistema polinomial «adimensional» quetiene solo
tres parametros, y €l cual es cualitativamente equi-
valente (Andronov, 1973; Sotomayor, 1979); este
es descrito por las ecuaciones:

X=[@Q-x)(A+Xx)-E]x (5.9

E=B[x-(A+X) C]E (5.b)

i B:%’(::CiI

con A= TR . 0

Reescalando €l tiempo, larelacién entre las an-
tiguas y nuevas variables, esta dado por:

_r _ _ Kir
t= Arx X, = Kx(n)yE(a) ="q E(n) (6)

Lossubindicesny aindican alas nuevasy anti-
guas variables.

Claramente, las tres constantes A, B y C resul-
tan también positivos y para un estudio cualitativo
no es necesario conocer cada uno de los ocho
parametros originales, sino que es suficiente esta-
blecer o conocer lasrel aciones existentesentre el os.

Nétese que lanuevavariable x indicalafraccién de
labiomasay tiene su dominio entreOy 1.

PRINCIPALESRESULTADOS

El sistema (5) tiene como puntos fijos a P, = (0,0),
P,=(1,0)y e equilibrio no trivial P, = (x,, E) esta
dado por:

mientras que latraza de la matriz jacobianaM_ es

_ (1-C-A-AC)AC
M, = a-op (8)

En términos de los parametros originales tene-
mos | os siguientes resultados:

Teorema 1

Siac>K (pq-cl),e sistema(4) tiende ad punto
(K,0), esto es, labiomasa al canza siempre su maxi-
mo valor K, independiente del esfuerzo inicial E
(Fig. 1).

Esto significaquelapesqueriade laespecie con-
siderada no es rentable y eso provoca el éxodo de
los barcos de laindustria, los que podrian destinar-
se aotra actividad mas rentable. Matematicamente,
supuestoqueac>K (pg-cl)ysipg<cld
punto fijo no trivial P, esta en €l tercer cuadrante,
mientras que estaen el cuarto cuadrantesi pg>c1.

Cuando €l punto de equilibrio no trivia P, esta
en €l primer cuadrante, coexiste con los puntos (0,0)
y (K, 0); secumple simultaneamentequepg>cly
ac<K (pg-cl).El signodelatrazadelamatriz
jacobiana en P, depende del factor T=1-C- A -
ACy entoncestenemos|as siguientes afirmaciones:

Teorema 2

SiTrM_=0,secumplequec1 (1K +a) =pq (1K
- @) que en el sistema (4) el punto P, es un foco
débil.

Esto significaquelabiomasay el esfuerzo osci-
lan alrededor de (x,, E,) , pero lentamente tiende a
estabilizarse en ese punto (Fig. 2).
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Figura 1. Para A= 0.5,B= 1y C=0.75, el punto P, =
(1,0) del sistema (5) es atractor. En laregiéon K =
{(x,E)e (R*))*/ x £ 1} del plano de fase, se muestran
tresdrbitascon condicionesinicialesen lospuntos (0.9,
0.1); (0.1,0.65) y (0.2, 0.8). Larelacion costo precio es
alta, esdecir, la especie considerada no esrentabley
el esfuerzo tiende a cero.

Figurel. For A=0.5, B=1and C=0.75, thepoint P, =
(1,0) of system (5) isan attractor. Onregion K ={(x,E)
€{R*))?/ x £ 1} of phaseplane, threeorbitswith initial
conditions at (0.9, 0.1); (0.1, 0.65) and (0.2, 0.8) are
showed. Thecost-pricerelationishigh, i.e, the specie
considered is not profitable and fishing effort tends
to zero.

E

Figura 2. Para A= 0.333333, B= 1y C= 0.5, €l punto
P_= (0.333333, 0.444444) del sistema (5) es atractor
deébil. Enlaregion K ={(x,E) e =(R")*/x £ 1} del
plano defase, se muestran las 6r bitas con condiciones
iniciales en (0.995, 0.005); (0.1, 0.9) y (0.333333,
0.444444). Labiomasay €l esfuerzo oscilan alr ededor
de P, y lentamente tienden a ese punto.

Figure2. For A=0.333333,B =1and C=0.5, thepoint
P_= (0.333333, 0.444444) of system (5) is a weak
attractor. Orbits with initial conditions at (0.995,
0.005); (0.1, 0.9) and (0.333333, 0.444444) ar e showed.
The biomass and fishing effort oscillate surround P,
and slowly tend to this equilibrium point.

Teorema 3

SiTrM_>O0Osetienequec1 (1K +a)>pq(1K-a),
el sistema (4) tiene un ciclo limite y el punto P, es
inestable (Fig. 3).

Esto implica que no existe un equilibrio
bionémico (Clark, 1990) y la pesqueria puede
autorregularse, es decir, el esfuerzo de pescaesre-
gulado por ladisminuciény aumento delabiomasa,
oscilando esta alrededor del valor x_y €l esfuerzo
alrededor de E_ dadas en larelacion (7).

Teorema 4

SiTrM_<Oentonces,c1(1K+a) <pq(lK-a)
y el punto P, esestable (Fig. 4).

La pesqueria tiende en el largo plazo a
estabilizarse al punto deequilibrionotrivial (x, E).

CONCLUSIONES

El modelo de Smith tiempo continuo basado en la
hip6tesis de Schaefer, es la primera version dina-
mica que modela una pesgueria de acceso abierto,
considerando que el esfuerzo nominal de pesca, re-
presentado por €l ndmero de barcos en la pesque-
ria, variaen forma continuay usa una simple ecua-
cién paramodelar ladinamicadelaflota, E' =bp,
donde p representa la ganancia de la industria
pesqueraen el tiempo t.

Se sabe que € sistema dindmico asi formado,
cuando tiene un punto de equilibrio (equilibrio
bionoémico) notrivial en el primer cuadrante, es (un
nodo) siempre globalmente estable (Goh, 1980;
Clark, 1990; Gonzdlez-Olivares, 1991), lo cual im-
plicaqueen el largo tiempo la pesgueria se manten-
driaen un equilibriofijo, lo que ajuicio de algunos
modeladores seriairrealista, ya que son conocidas
las fluctuaciones que han tenido diversas pesgque-
rias.

Desde el punto de vistahioeconémico, laclasede
model os analizados que modifican latasa de captura
propuesta por Schaefer, pero siguen €l razonamiento
de Smith respecto aladinamicadel esfuerzo, recogen
algunas delas observaciones formul adas aeste mode-
lo, y muestran que la estabilidad de la pesgueria de
libre acceso, depende fundamentalmente del valor de
latrazadelamatriz jacobiana, laque asu vez depen-
de principamente de los valores A y C, siendo mas
importante parapredecir e comportamiento futuro del
sistema las relaciones entre los parametros que los
valores particulares de cadauno.
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Figura 3. Para A= 0.2, B= 1y C= 0.5, el punto P=
(0.2, 0.32) del sistema (5) esrepulsor, asegurandosela
existenciadeun ciclolimite. Enlaregion K = {(x,E)&
(R*)?/ x £ 1} del plano de fase, se muestran las or bi-
tas con condiciones iniciales en (0.995, 0.005); (0.2,
0.4) y (0.2, 0.32). La pesqueria puede autorregular se,
0 sea, €l esfuerzo depescay labiomasa oscilan alrede-
dor del punto P,

Figure 3. For A=0.2, B= 1 and C= 0.5, the point P =
(0.2, 0.32) of system (5) isarepellor and a limit cycle
exist. Orbitswith initial conditions at (0.995, 0.005);
(0.2, 0.4) and (0.2, 0.32) are showed. Thefishery can
be autoregulate, i.e., fishing effort and biomass
oscillate surround P,
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Figura 4. Para A= 0.4, B= 1y C= 0.5, el punto P=
(0.4, 0.48) del sistema (5) esatractor. Enlaregion K=
{(x,E) € (R*)?x £ 1} del plano de fase, se muestran
las érbitas con condicionesiniciales en (0.995, 0.005);
(0.1, 0.95) y (0.4, 0.48). La pesqueria tiende en € lar-
go plazo a estabilizar se al punto de equilibrio no tri-
vial P,

Figure 4. For A= 0.4, B= 1 and C= 0.5, the point P =
(0.4, 0.48) of system (5) is an attractor. Orbits with
initial conditionsat (0.995, 0.005); (0.1, 0.95) and (0.4,
0.48) are showed. The fishery tends to non-trivial
equilibrium point P_,

El sistema (4) representaria adecuadamente 1o
gue acontece en algunas pesquerias de una sola es-
peciey de acceso abierto, pues predice diversas si-
tuaciones paradiferentesval ores de | os parametros,
como es el caso de las pesquerias artesanal es, don-
de la pesca se realiza intensamente en los periodos
de mayor abundanciay disminuye en aguellas eta-
pas en que el recurso esta en sus mas bajos niveles.

Si larelacion costo-precio esdta, €l sistematien-
de alasingularidad a P, = (K, 0), es decir, los in-
dustriales estarian retirandose de la pesqueria por-
gue el negocio no es conveniente y la especie tien-
de a preservarse en el valor maximo de la biomasa
(lacapacidad de soporte); esta situacion se damate-
maticamente cuando no existe un equilibrio en €l
primer cuadrante.

Si latrazaescero, €l sistematiene un foco débil
atractor. Esta situacién implicaque alargo plazo la
pesqueriatiende a punto de equilibrio no trivial P..
Ademés, desde un punto de vista préactico es dificil
la manipulacién de los parametros para preservar
estaigualdad.

Si latrazaespositivasetienelaexistenciadeun
ciclolimite, loqueindicaqueel esfuerzo delos pes-
cadores se autorregula por la disponibilidad de la
biomasa (no existe equilibrio bionémico), habien-
do periodos de auge y otros de depresion en la pes-
queria. Aqui puede suceder que el punto de equili-
brio no trivial tenga un valor pequefio respecto ax,
y la amplitud del ciclo sea grande, por lo cual se
corre el riesgo de agotar €l stock, y por consecuen-
cig, €l término de la pesqueria.

El sistematiende al punto deequilibrio, P, = (x,,
E,), cuando el costo por unidad de esfuerzo es mu-
cho menor que e precio de la unidad de biomasa
desembarcada. Ello implicaque el negocio esatrac-
tivo paralosinversionistas y entrarian nuevos bar-
cos ala pesqueria, pero a medida que transcurre €l
tiempo la pesqueria se mantendria en equilibrio, tal
como lo predice el modelo de Smith.

La clase de modelos presentados no toman en
cuentalos cambios en el tamario de stock acausade
fendmenos estacionales (Ardito et al., 1993) o dela
accion del hombre como depredador, €l cual mejo-
rando la tecnologia para realizar la pesca, aumenta
lacantidad de peces capturados. Estasituacién, que
haprovocado gran dafio en ciertas poblaciones, dado
gue la tasa reproductiva de la especie es més lenta
gue los cambios que introduce laindustria pesquera
para ser mas eficiente, no es prevista por esta clase
de modelos.
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Algunas modificaciones que se pueden introdu-
cir a estos model os para hacerlos mas adecuados a
cierto tipo de pesguerias, es asumir que €l precio p
y €l costo ¢ sufren fluctuaciones estacionales, esto
es, son funciones conocidas del tiempo (Ardito et
al., 1993) u otras como serian considerar que el pre-
cio es dependiente del stock, o bien, adicionando €l
efecto de la depredacién por parte de otra especie
(Spencer, 1997), pero en algunos casos se daria ori-
gen a modelos que podrian resultar bastante méas
complicados mateméticamente.

Aunque se sostenga que los modelos deter-
ministas no son redlistas (Clark, 1985; Hilborn y
Walters, 1992), debido principalmente aque el ma-
nejo de los recursos pesgueros opera con un alto
grado de incertidumbre, se estima que la clase de
model os tedricos como el que aqui se presenta,
muestra los aspectos esenciales de los problemas
gue afectan este mangjo. Puesto que los stock de
peces de las principales pesguerias no pueden ser
observados directamente, las estimaciones del pa-
sado y presente de los niveles de abundancia del
stock son a menudo incompletasy no confiables y
muchas veces, en base de esos datos imprecisos se
estiman parametros, se toman medidas de manejo,
se determinan los niveles de capturay se desechan
modelos sin tomar debida cuenta si son razonables
sus predicciones.

APENDICE

Seredliza el andlisislocal de los puntos de equili-
brio del sistema(5), P,=(0,0), P, = (1,0) y P, = (x,,
E), e punto de equilibrio no trivial dado por lare-
lacién (7), y que es €l punto de interseccion entre

AC
1-C

larectax= ylapardbolaE= (1- x)(A+ x)

considerando principalmente el comportamiento en
el primer cuadrante G= (R* )?, (porque ahi tiene un
claro sentido biol 6gico), de acuerdo alos signos de
la parte real de los valores propios de la matriz
jacobiana (o matriz de la comunidad) del sistema.
Para que P_ esté en G, debe cumplirse simultanea-
mentequel-C-AC>0y1-C>0.Sedefinelos
siguientes subconjuntos del espacio de parametros
(R

Q.={(A,B,C)€ (R)*/C<1"AC<1-C}

Q,={(A.B.O)e(R)/C>1"AC>1-C}
Q,={(A,B,C)e (R)®*/C<1"AC>1-C}

Es claro que, dependiendo en cual de los
subconjuntos estén |os parametros, ocurren diferen-
tes comportamientos del sistema. En Q,, tres singu-
laridades coexisten en G, peroen Q, y Q,, solo hay
dos singularidades en el primer cuadrante (P, y P,).
Lamatriz jacobiana del campo (5) es

]l A+ 2(1-Ax-3¢-E- X
M _[B(l-C)E B(l-C)x-AC]

CASOQ,

En este caso, €l punto de equilibrionotrivial P, esta
en € tercer cuadrante. Esclaro quesi |os parametros
estanen Q,, laregionK = {(x, E) € (R"))*/ x £ 1}

del espacio defase, espositivamenteinvariante para
cualquier Ej, puesto que:

1) Enlaecuacién 5b, €l término (1- C) x - A Ces
negativo,

2) losegjesx = 0y E = 0 son variedades invariantes
del sistema (5)

3) en genera (independiente de los parametros),
cualquier trayectoria cruzalalineax = 1, hacia
el interior de K.

En este caso, €l ge x es unavariedad repulsora
para el origen (0,0). Sigue por el Teorema de
Poincaré-Bendixon (Arrowsmithy Place, 1992) que
P, = (1,0) es un punto de equilibrio global
asintéticamente estable de la region K, para cual-
quier combinacion de los pardmetros.

CASOQ,

El equilibrio no trivial P, = (x_, E ) estaen el cuarto
cuadrante y x_> 1, es decir, habria mas poblacion
en el equilibrio que la capacidad de soporte; lare-
gionK ={(x,E) € (R*))?/ x£1}, esinvarianteen el
espacio de fase; las érbitas cruzan hacia €l interior
deK atravésdelarectax =1y laexpresiéon (1- C)
X - A Cesnegativa, pues(1-C)x<1-C<AC. Al
considerar losvalores propios delamatriz jacobiana,
resulta que (0,0) es punto silla, mientras que (1,0)
es atractor global. Esto nos indica que especie ex-
plotada alcanza su maximo nivel y la pesqueria no
esrentable.
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CASOQ,

Al tomar valores de los parametros en Q, se deduce
también quelaregion K = {(x, E) €(R*)?/x £ 1},
es positivamente invariante en el espacio defase, i.
e., todatrayectoriadel sistema que comienzaenK,
permanece alli.

1) SiTrM_<0, lospuntos P, = (0,0) y P, = (1,0)
son puntos sillas y P, = (x_E) es global
asintéticamente estable en la region K, porque la
posibilidad de cicloslimites es eliminada aplicando
el test de Dulac (Arrowsmith y Place, 1992; Clark,
1990) con lafuncion G (x , E) = x™E", siendo

_1+C-2AC
- AC-1

_ 1+A-B-ABC
- AC-1

2) Si TrM_> 0, el punto P, esrepulsor, mientras
queP, = (1, 0) y P,=(0,0) son ambos puntos sillas;
por teorema de Poincaré-Bendixon existe a menos
una orbita periddica alrededor de P,

3) Si TrM_ = 0, se demuestra la existencia de
Grbitas periodicas alrededor de P, viabifurcaciones
de Hopf. Latransversalidad se verifica con la deri-
vada respecto a pardmetro A, esdecir :

1-C
1+C

o (trMe) _

- - * =
oA (1-C)< 0, cuando A

es € valor de bifurcacion. Se tiene que, sobre la
superficie1- C- A - A C=0, en el espacio de
parametros Q,, el punto de equilibrio P, situado en
el primer cuadrante es un centro-foco débil.
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